Sujet Lycée — Les chemins les plus courts et la
géomeétrie du savon

Probléeme de Steiner n°1. Imaginons dans le désert deux puits de pétrole (A et B)
et une usine (U). Nous voulons acheminer le pétrole des points A et B jusqu’a
I"usine U a I'aide de pipe-lines. Comment relier ces trois points avec le minimum
de canalisations ?

Probleme de Steiner n°2. Une compagnie de télécommunication souhaite créer
un réseau reliant quatre villes. Elle cherche alors a minimiser le co(t d’un tel
réseau, en l'occurrence la longueur totale des cables qu’elle devra utiliser pour
relier toutes ces villes entre elles. Comment doit-t-elle procéder ?

Mais qu’en pense le savon ?

Vous vous étes tous un jour amusés a faire des bulles en soufflant sur un film
d’eau savonneuse, n’est-ce pas ?

Aujourd’hui, on vous propose de considérer un contour formé de deux cercles
paralleles assez proches. Si on plonge notre contour dans de I’eau savonneuse et
gu’on le ressort délicatement, on observe une caténoide.

La caténoide



Mais pourquoi le film a-t-il choisi cette forme plutdét qu’une autre ? En fait, il a
cherché une position qui lui demandera le moins d’énergie possible, et pour cela,
il a cherché a minimiser sa surface : le caténoide a en effet une surface inférieure
au cylindre. Attention cependant, si on écarte trop les deux cercles, le film
commence par s’étirer et finit par éclater.

Pouvez-vous imaginer une expérimentation qui s’appuierait sur la géométrie du
savon et qui permettrait de répondre aux deux problemes de Steiner ?

Notes pour le professeur :

e Les éléeves peuvent se contenter de conjecturer (mais ce serait dommage), apres expérimentation
avec un logiciel de géométrie dynamique ou en utilisant la géométrie du savon.

e Tout est tres bien expliqué dans les pages du CNRS :
http://images.math.cnrs.fr/Mathematigues-savonneuses.html
Il est également possible de compléter sa lecture par :
https://fr.wikipedia.org/wiki/Point de Fermat

e Expérimenter avec de 'eau savonneuse :

Deux plaques de plexiglas reliées par 3 boulons.

Un récipient d’eau savonneuse


http://images.math.cnrs.fr/Mathematiques-savonneuses.html
https://fr.wikipedia.org/wiki/Point_de_Fermat

On plonge les deux plaques dans un récipient

On la retire et on obtient la solution.

Solution mathématique pour le probléme de Steiner 1. Il s’agit de chercher M tel que MA+MB+MC
soit minimal. La solution est le point de Steiner défini par que ASB = ASC = BSC = 120°. Dans la
littérature scientifique, le point S est également appelé le point Fermat ou encore le point de
Toricelli : il est alors noté T et est défini comme le point d’intersection des droites (AA’), (BB’) et (CC’)
ou les triangles équilatéraux ABC’, ACB’ et BCA’ ont été construits extérieurement au triangle ABC.
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La configuration obtenue porte le nom de Napoléon qui s’adonnait volontiers a la géométrie. Il n'y a
cependant pas de preuve tangible que Napoléon soit bien I'auteur du théoreme. La démonstration
du théoreme de Napoléon est facilement consultable sur le net.

Pour le probléme de Steiner n°2 (cas de quatre points), on notera bien que la solution présente deux
points de Steiner.



